Cycle 4: Analyser, modéliser et étudier le comportement des
Systemes Linéaires Continus et Invariants

Chapitre 4 — Prévoir et identifier le comportement des systemes
fondamentaux du 1°" ordre
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PROBLEMATIQUE :
— Le comportement réel de certains systémes asservis peut se modéliser par des systémes dits du premier

ordre. Comment modéliser de tels systémes?

Savoirs:
— Mod-C2.3 : Modéles canoniques du premier ordre
— Mod-C2-S1 : Identifier le comportement d'un systéme pour 'assimiler a un modéle canonique, a
partir d’'une réponse temporelle
— Mod-(2-82 : Ftablir un modéle de comportement a partir de relevés expérimentaux
— Mod-C2-583 : On pourra étudier les systéemes du premier ordre présentant un retard pur
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1. Méthode d’analyse des performances des SLCI

La méthode permettant d’évaluer les performances d’un SLCI, en vue de la validation de son cahier des charges, est

présentée ci-dessous :

LE SYSTEME REEL
3 Associer un modéle au systéme

(ou & ses constituants)

Modélisation du systdme, en fonction du temps, 3 Faide
d'équations déduites des lois de la physique

oul nen

(= un ensemble de constituants)

Identification du systéme (ou de
se5 constituants) : observation
expérimentale du comportement
temporel A aide de signaux test

Linéarisation autour d'uim
point de fonctionnement

Transformation de Laplace

v

| Représentation sous forme de schéma-bloc [

Simplification du  schéma-bloc et
détermination de la fonction de transfert
du systéme sous sa forme canonigue

Remise en cause du modéle choisit

L

Analyse dez performances du systéme
(Stabilité, précision, rapidité...)

Fin de l'stude

Lors de la phase « analyse des performances », il est intéressant de connaitre par avance le comportement temporel
(caractéristiques des réponses temporelles) des SLCI que 1’on est amené a rencontrer fréquemment : proportionnels,

dérivateurs, intégrateurs, ler et 2eme ordre.

Il n’est pas possible de connaitre leurs réponses pour tous les types d’entrées mis en ceuvre par les utilisateurs. Cependant,
afin de mieux anticiper leurs réactions et donc leurs performances, nous allons étudier leurs réponses au signal test de

référence : I’échelon.

Ces résultats permettent aussi de déterminer un modéle d’un systéme a partir de résultats expérimentaux par une « méthode

d’identification ».

Remarque : un échelon d'amplitude 1 est appelé échelon unitaire ou échelon indiciel.
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2. Prévoir le comportement temporel des systémes élémentaires

2.1. Comportement temporel des systémes proportionnels

L'équation temporelle et la fonction de transfert d’un systéme a action proportionnelle (& gain pur) est :

s(t)=K-e(t) pour t20 LN Hip)=K
. . _ . unité de lo sortie
K : gain statique unité= — - -
unité de I'entrée

La réponse a un échelon d'amplitude £y d'un systéme a action El-=-=-=-=--
proportionnelle est un échelon d'amplitude K Fa. K. E, f———— s(t)

s{t)=K Ey pour £=0

Exemple : potentiométre angulaire du Maxpid

‘; Potentiomeétre

angulaire

u(t)

u(t) = K.6(t)

U, © Tension aux bornes et 6, :course angulaire

2.2. Comportement temporel des systémes intégrateur : K/p

L'équation temporelle et la fonction de transfert d'un systéme intégrateur est :

s{t]=KrE[r:ldr pour t=0 —_— H{p:|=£
0 p

. . .. unité de lo sortie  _3
K : gain statique unite= ————————-5
unité de I'entrée

La réponse a un échelon damplitude Eo d'un systéme
intégrateur est une rampe de pente KEq.

s(t)=KEp -t pour t=0

Exemple : intégrateur vitesse-position

v(p) X(p)
—_— Ll

P
infé grafeur
"5 -

1
v(t) dt
0
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Prévoir le comportement temporel des systémes du 1* ordre

Les systemes du premier ordre sont régis par une équation différentielle de la forme suivante ;

Définition

n_d's{r) _
i +s5(t)=Ke(t)

Dans le domaine de Laplace, la fonction de transfert de ce

systéme est donc donnée par: Schéma-bloc d'un systéme du

S K premier ordre :
H(p)= (p)

E(p) 1+7p

E s
(p) H(p)= 1+K’rp (p)

On note :

- 7 la constante de temps (7 > 0) ;
— K le gain statique du systéme (K > 0).

3.1. Caractéristigues de la réponse impulsionnelle 3(t)

Cette fonction modélise une action s'exercant pendant un temps trés court.
Exemple : chocs tels que I'action d'un marteau ...

Y

La réponse & une impulsion de Dirac s'appelle une réponse impulsionnelle 0 t
avec e(t)=5(t), soit dans Laplace: E(p)=1

KT La tangente a I'origine coupe I'axe

t des abscissesent=1
, , K ——

Réponse temporelle : s(t)= —e T s{+0) = lim s(t) =lim p.S(p) = 0

[3 = p—=D

s(+x)=0
L K
Valeur initiale : s(0)= - Théaréme de la valeur finale
Valeur finale : lim s(t)=0 K/{er
t—+oo :

; . . K K
Equation de la tangente & A(f)= —— 1

T T
I'origine :

Démonstration

Eléments de démonstration
Dans le cas d'une réponse impulsionnelle, 'entrée est un Dirac : on a donc E(p)=1.
En conséquence,

K
l1+tp

S(p)=E(p)- H(p)=

La transformée de Laplace inverse permet de conclure directement que :

f
K ——
V=0 s(t)J=—e T
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3.2. Caractéristigues de la réponse indicielle

A
3.2.1. Echelon unitaire u(t)

Cette fonction modélise un signal qui passe trés rapidement de 0 a 1 et qui reste ensuite
Exemple : appui sur un interrupteur (mise sous tension)

~-v

La réponse a un échelon d'unité u(t) s'appelle une réponse indicielle. 0

3.2.2. Réponse a un échelon d'amplitude Eg

Par définition on rappelle que la réponse indicielle correspond a la courbe de réponse du systéme sollicité par
une fonction échelon d’amplitude E, : ¥t >0, e(t)=E,.

t
Réponse temporelle : s(t)=KE;| 1— e T
Valeur initiale : 5(0)=0
Valeur finale : lim s(t)=K-E,
f—+o0
- ) Cn KE;,
Equation de la tangente a I'origine :  A(t)= —t
e(t) = I
K }..;] 2

0, 95K s(t)

0, 63K Fy

CE QU’IL FAUT RETENIR POUR LA REPONSE INDICIELLE D’UN SYSTEME DU 1ER ORDRE

= Stabilité : un systéme du 1* ordre est un systéme stable par définition.
. Rapidité — critére : trsy~ 3.7

= Précision : I’erreur statique & est donné pour : g = lim[e(t) —s(t)] = E,.(1 - K)
t—>w
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Eléments de démonstration

E
Dans le cas d'une réponse indicielle, I'entrée est un échelon d’amplitude E;, on a donc E(p)= ?U.

En conséquence,
K

1+tp

S(p)=E(p)-H(p)=

u!g

S(p) se décompose en éléments simples de la facon suivante :

o E,K EKt
S(p)=—+ E__ -
p l+tp p 1+1p

La transformée de Laplace inverse permet de conclure que :

t

Vit>0 s(t)=KE|l—e T

Démonstration

3.2.3. Caractéristiques

+  Ordonnée en += de la courbe de sortie s(t) :

5(+mo) = :l-i-Tm s(t) =,|;IEE| p.Slp)=Ka — s{+x)=K.a

Théoréme de la valeur finale

+ Pente a l'origine de la courbe de sortie s(t) :

K.a K.a L K.a
$'(07) = lim s'(t)=lim pJp.S(p)] = limp*. ——— = =% — | Penteal’ =
(07) Jim, (t) xP[D (p)] lim p olerpl z ente 2 lorigine =—

Théaréme de la valeur initiale
Transformée de la dérivée (CI nulles)

*  Temps de réponse a 5%, ts @

."' t'h-\
On cherche tsy, tel que s(t.,)=0,955(4+=)=0,95Ka Soit K.a|1-e © |=0,95Ka
b
_ Law
S5 -—e T =—0,05 >t =-In(0,05.71=37 > |ty =3r

* Réponseat=t:

s(r)=Ka(l-27")=0,63Ka = s(t)=0,63.Ka
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3.3. Caractéristiques de la réponse a une rampe ft)

Cette fonction modélise un signal en rampe de pente A:

il

3.3.1. Réponse a une rampe de pente A

On sollicite un systéme du premier ordre avec une rampe de pente A. On a e(t) = Atu(t) dans le domaine

temporel et E(p)= E dans le domaine de Laplace.

t

Réponse temporelle : s(t)= AK t—T+Te T u(t)

Valeur initiale : s(0)=0
Valeur finale : lim s(t)=+o00
t—+oo=0

Coefficient directeur de I'asymptote en +00:  AK

Erreur dynamique : AKT

ak
2
pl+rp)

La sortie a donc pour expression dans le domaine de Laplace : S(p)=

' - La déecompaosition en éléments simples
; {=T donne :
| -2

A B € aK akr akr
=—- +

Slp) = +—+

pt p 1+tp pt p  1+1p

t1s)

La reponse temporelle a donc pour
gxpression

stj=akit-1+ re * ult)
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3.3.2. Caractéristiques

* Pente & l'origine :

. . . a.k
5'(07) = lim '(t) =lim p.[p.S(p)] = lim p* ———= > Pente a l'origine = 0
=0 p+m g p .(1+1.p)
Théoréme de la voleur initiale La tangente a l'origine est une
Tronsformée de lo dénvee (O] nulies) draite horizontole
*  Ordonnée en +0
s(+x)= lim s{t)=limp.5(p) =+ — 5[+ = 40
f—=+m o—0

Théoréme de la valeur finale

* Etude asymptotigue en + oo
t
Lorsquet = +=, laterme T.e * = 0, par conséguent s{t) = a.K.(t—1).
L'asymptote est donc y(t] = a.k.(t — t). Cette asymptote a donc une pente a.K et coupe 'axe
des abscissesent=1.

Pour K < 1, I'écart entre | Pour K = 1, le systéme ne | Pour K = 1, I'écart entre
I'entree et la  sortie | rejoint jamais |la consigne | 'entré et |la sortie diminue,
augmente toujours, mais  sa  variation  est | s'annule puis augmente.
paralleéle a 'entrée retardée
d'une fois la valeur de la
constante de temps.

sty

Drraite de pente a .-"
s s{t) o
*Graite de pente o

eft] .-
A—JAsympliote de pente a.k . Aspmptate de pente o K
T + F » | — ,
0 T [ L] T £ L] T t
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4. ldentification a partir du modele de comportement

Il est parfois nécessaire, ou utile, de modéliser le comportement d'un systéme a partir de résultats expérimentaux, sans
passer par un modele connaissance. On utilise dans ce cas-la une méthode d’identification. Cela consiste a rechercher un
modele en analysant la réponse du systeme a des entrées connues, de type échelon dans notre cas.

o Le systéme est considéré comme une « boite noire ».
e On le soumet a un échelon et on compare les réponses obtenues expérimentalement a un catalogue de réponses types.

e On identifie les paramétres de sa fonction de transfert sur les relevés expérimentaux et on établit ainsi un modele
de comportement du systeme.

Cette démarche permet d'obtenir un modéle qu'il convient de valider en comparant des
comportements prévus par simulation avec d'autres résultats expérimentaux.

Cette étape de validation permet aussi d'estimer le domaine de validité du modéle.

Au regard des caractéristiques des réponses temporelles des systémes du ler ordre présentées précédemment, on peut
proposer la démarche d’identification ci-contre :

On appligue un Modéle du 1%

signal test de type ordre
échelon en entrée
du systéme Le courbe
non experimentale

présente une pente

nulle @ Morigine 7 N
Modle du 2™
On reléve La courbe : ordre amorti
expérimentalement expérimentale (z21)
la réeponse du présente un > Cours suivant
i ?
systeme r.‘épasslemnt. Modele du 2
. ordre oscillatoire
oul amorti (z<1)

4.1. Identification par expérimentation sur le systéme

A partir des réponses indicielles ou harmoniques, il est possible d’identifier un premier ordre, un deuxiéme ordre, un
retard... par comparaison aux réponses connues.

Identifier un systéme physique réel, c’est déterminer un autre systéme appelé modele.
La méthode développée dans la suite est basée sur ’exploitation de I’enregistrement graphique de la réponse du
systéme.

Cette méthode NE donne PAS LA fonction de transfert du systéme, mais en donne UNE dont la réponse ressemble
a celle du systéme.
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|

Eéponse indicielle de type "premier ordre” d'un systéme 4 identifier

12

E=10
95%

8
63% ¢

4.2. Systemes non linéaires

: : I Lm..m;ﬁ., A A:
| y (TR A 1I Lt e :
i : :
iy 1 . !
o rs5T 1 15 20

DETERMINATION DES PARAMETRES
DE LA FONCTION DE TRANSFERT:

Kett

—>

H(p)=

Sp)_ K

E(p) 1+1-p

fonction de transfert identifiée

La plus part des systemes physiques ne sont pas linéaires sur toute la totalité de leur domaine d’application. lls
fonctionnent en saturation sur une partie de leur domaine.
Cependant dans de nombreux cas, ils ne sont utilisés que sur une plage réduite de leur domaine. Sous ces conditions, il
est possible en général d’approcher le comportement par un modéle linéaire. Le systéme est dit alors linéarisé.

R e —

H

A% W W

-

? KOS

R W

Comportement linéaire

Comportem

‘)
ent non linéaire

Voici quelques non linéarités remarquables

Linéarisation de la réponse

Dénomination Saturation Seuil Hystérésis
3 s
s
)
Schéma
] £ E
Butée mécanique, P
. . Jeux meécaniques,
Exemples aimantation, moteur frottement P - .
- . matériaux (élastomeére)
électrique

Lors d'un essai, lorsque le systeme est saturé sur une partie de son domaine, il faut bien travailler sur la zone linéaire.
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4.3. Identification d'un systéme du ler ordre

A partir d'un essai de réponse indicielle sur un systéme, I'identification consiste a reconnaitre dans le comportement du
systeme étudié, un systéme connu, puis a en déterminer les caractéristiques.

L'identification d'un premier ordre porte :

- sur l'observation de la tangente inclinée en zéro,
- de I'asymptote horizontale a I'infini
- etde I'absence de dépassement.

Il'y a deux caractéristiques a déterminer : K et 1.

= la valeur de K est déterminée a partir de I'asymptote horizontale (ne pas oublier de diviser par la valeur de I'échelon Ej).
On lit —» Eo.K

= détermination de T : il y a plusieurs solutions, certaines sont plus précises.

g Sortie s(t) asymptote horizontale
1
95% f
s(te) —S | ——
Q |
0.8 EQJ /
L &1 Identification
s(ta) §’7 dentificatio
63% | 1
0.6 | f‘/
|/ Réponse indicielle
/ / systéme du premier ordre
0.4 A'I;‘f
I/
I
I
0.2 /
| |ta [t |37 t (s)
of 05 1 1.5 2 25 3 35

L'idéal est de combiner deux méthodes, cela permet d'éliminer le probléme de saturation.

a— On lit I'abscisse du point qui correspond a 95% de Eq.K — 3.t. Méthode peu précise, car au niveau du point
mesuré, la courbe est trop "horizontale".

b — On lit I'abscisse du point qui correspond & 63% de E,.K — 1. Méthode assez précise, car au niveau du point
mesuré, la courbe présente une tangente éloignée de zéro.

¢ — On trace la tangente en zéro, on sait qu'elle coupe I'asymptote pour t = 1. La encore la méthode n'est pas précise,
le tracé d'une tangente est délicat.
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Exemple : considérons un systéme dont la fonction 5“})

de transfert est inconnue et dont la réponse a un
echelon d'amplitude £y =2 obtenue

expérimentalement, est donnée ci-contre.

Elle s’apparente a la réponse d’'un systéme du 1=
ordre.

Cette simple observation permet, a priori, de

= R W B i M
T
L

proposer comme modéle de comportement du
systéme, une fonction de transfert de la forme :

(=]

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014

K —_—
Hip)= On applique un

1+7r-p sigrial test de ype
échedon en entrée

i Syt demie

L canre
cxperimentole
arésente une pende
nulle & Forgine #

Y
" O reléve T Lo courbe

Identifier le systéme revient dans ce cas | ssecrimentalement L P
. . A . la réponse du argsente un
a déterminer les waleurs du gain | sesteme ) | dépassement ?
statique K et de la constante de temps

T

Mo dle da 17
andre

t(s]

Application : & partir de la réponse expérimentale & un échelon d'amplitude 2, identifier les

paramétres du systéme modélisé par un premier ordre.

Ad - Identifier la valeur de K
La valeur finale vérifie : s{+oc)=KE, , d'ou K=5,8/2=29

A5 - Identifier la valeurde 1
0,63 x5(+m)=3,6 , correspondant 3 un temps de 3 ms.

s(t)
7

K-Ey=5,8 of

5

0,63x58=36 |

It

U 1 L 1 L L
0.000 0002 0004 0006 0008 0010 0012 0.014 t(s)

r=3ms
AB - En déduire la fonction de transfert du premier ordre.
2,9

Hlp) = ————
1+3.10p
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