Cycle 5. Modélisation, prévision et vérification du comportement
cinématigue des systemes mécaniques

Chapitre 1 : Cinématique du point

Centrifugeuse humaine développée par le CNRS / MEDES
[j

Modélisation cinématique

Savoirs :
— Mod-C11 : Modélisation géométrique et cinématique des mouvements entre solides indéformables

Mod-C11.2 : Champ des vecteurs vitesses des points d'un solide
Mod-Cl11.4 : Composition des vitesses

Mod-C11.6 : Champ des vecteurs accélérations des points d'un solide

Mod-Cl11.6 : Composition des accélérations
Mod-C11-S5 : Déterminer la trajectoire d'un point d'un solide

Savoir

Mod-C11-S8 : Ecrire le vecteur accélération d'un point d'un solide
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1 Avant propos

1.1 Notion de solide indéformable

Lorsqu'un objet ou un systéme est soumis a des efforts, il peut subir, suivant la nature du matériau de grandes ou de petites

déformations.

& Pate a modeler [2] Eprouvette de traction
a

§ — pale d’hélicoptére soumis a une force centrifuge;

| — fluides ...

Dans le cadre du programme de CPGE (PTSI et PT), plusieurs hypothéses peuvent étre retenues. En résistance des matériaux
(programme de PT), ou lors des essais sur les matériaux (essai de traction par exemple), les matériaux sont considérés comme

déformables. En effet, on observe la déformation de la matiére au cours du temps.

En cinématique (PTSI), en statique (PTSI) et en dynamique (PT) les solides seront considérés comme indéformables. On

considére en effet que les déformations sont négligeables par rapport aux études réalisées.

Solide indéformable
On considére deux points A et B d'un solide indéformable noté S. On note ¢ le temps.
3
=
2 —
£ ¥A, BES,Vt €R,AB(t) = constante
@
&
5
5
v En cinématique du solide indéformable, les fluides et les ressorts ne seront pas étudiés.
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1.2 Notion de point appartenant & un solide

En cinématique, il faudra vérifier si les points considérés sont bien des points matériels des

solides considérés.

Attention

Dans le cas d'une roue de voiture, le point de contact entre

la roue et le sol n'est pas un point matériel, il change au cours du

temps...

Poulie de l'arbre &
cames

... il en est de méme pour
le point de contact entre la

Galet tendeur
came et le plateau.

Courroie de
distribution

Instant 1

Dans une transmission
par engrenage simple, on
modélise le contact entre §;
et S, par un point qui est fixe

par rapport au béati. Ce point

n'appartient ni au solide 1, ni

52 au solide 2.
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2. Mouvement relatif de 2 solides

2.1. Référentiel : espace, temps

a. Repére de temps
Un repeére de temps est orienté dans le sens de la succession des événements dans le temps.
Chaque point de ce repére est appelé instant.
L'abscisse de l'instant est appelé date (t). L'unité de durée est la seconde (5).

0 Y t(s)

b. Repere d'espace
Un repére d'espace est constitué par un point origine O et une base orthonormée (X, y,Z), liés a I'espace.

Onlenote : R(O, X,Vy,7)

c. Référentiel
Un référentiel est constitué d'un repere de temps et d'un repére d'espace.
En mécanique classique, le repére de temps est unique.

2.2. Repéres d’étude

Etudier le mouvement d'un solide indéformable, reviendra a étudier le mouvement du repere auquel il est lié.

Le choix d'un repére lié a un solide doit étre judicieux.

On est alors amené a choisir des points et des directions caractéristiques (zones de contact entre solides, axes ou plan
de symétrie, axe de révolution,...).

2.3. Point mobile par rapport a un référentiel : trajectoire, vitesse, accélération

a. Trajectoire d'un point M

La trajectoire d’un point M appartenantu] a un solide 5, par rapport a un sclide de
référence 0, est le lieu des positions successives occupées par ce point au cours du
temps dans le repéere de reférence :

MNotation : Tyyocp -

Exemple : le point M est un point situe a I'extrémité de |z buse de

soudage (sclide 5) du robot soudeur. La trajectoire Tyy_g/q / o\
correspond au cordon de soudure réalisé par le robot. Solide 5. \

BN,

Y z N

Le repére de référence Rg{Dng(;,yd,zg'J est lié au socle du robot
(solide 0).

La trajectoire peut étre :
— rectiligne, si la trajectoire est un segment de droite ;
— circulaire, si la trajectoire est un arc de cercle ;
— quelconque, si la trajectoire est une courbe
quelcongue.
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Exemples :

Les trajectoires de points appartenant 3 un solide en mouvement de translation a
trajectoire rectiligne sont des segments de droite.

Les trajectoires de points appartenant 3 un solide en mouvement de translation a
trajectoire circulaire (exemple : balai d’un essuie-glace d'autobus ci-dessous) sont des

arcs de cercle de méme rayon.

Les trajectoires de points appartenant & un solide en mouvement de rotation autour
d’un axe fixe (exemple : balai d'un essuie-glace de voiture ci-dessous) sont des arcs de

cercle de méme axe.

. . !
Essuie-glace de voiture ! Essuie-glace d'autobus \l

b. Vecteur vitesse

Le vecteur vitesse instantanée d'un point M par rapport a (Ro) a l'instant t est :

Point O :origine du repére par rapport auquel on calcule la vitesse du point M,
le point O étant remplagable par tout autre point fixe par rapport & Ro

AN
Vimiry) = EOM“) .

Ry : repere par rapport auquel on calcule la vitesse du point M

Th=S16™

Il est toujours tangent a la trajectoire T(M / Ry ).

— Attention & respecter rigoureusement la notation.

— La vitesse dépend du point d"application.
— Attention, « dériver un vecteur par rapport a4 une base » est différent de « exprimer un

vecteur dans une bases.

Attention
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Lorsqu'un point est confondu pour deux solides et gu'il n'v a pas de (2) —
mouvement relatif entre les solides, (centre d'une liaison pivot ou d'une =

liaison rotule par exemple) les vitesses sont égales ainsi, ici :

V{0, €51/8p)(2)= V(0 €52/S)1)

Par ailleurs, 0
- o 1
V(01 €5/8:)(t)= 0

Remarque

c. Vecteur accélération
Le vecteur accélération instantanée d'un point M par rapport
a (Ro) al'instant t est :

Point O :origine du repére par rapport auquel on calcule I'accélération du point
M, le point O étant remplacable par tout autre point fixe par rapport a Ro

= d\7(M/R0) d* ¥
Fotin =| — o =| 27 OM®
p

Ro

A

Ro : repere par rapport auquel on calcule I'accélération du point M

L'accélération est toujours dirigée vers l'intérieur de la trajectoire.
Elle peut étre décomposée en deux composantes :
= & :accélération tangentielle a la trajectoire ; — f

=a +a
- A 5 L M/R t(M/Ry) n(M/R,)
= &, :accélération normale a la trajectoire. (M/R,) 0 0

Dans le cas général, les vecteurs -position, vitesse et accélération- n’ont pas une direction constante.

Leur dérivation va donc demander la connaissance de la formule de dérivation composée.

3. Formule de dérivation composée

3.1. Dérivée d'un vecteur mobile par rapport a un repére

Soit le vecteur U (t) = Uy X+U, y+U, Z, exprimé dans le repére (R1), avec : u,,uy ,u, fonctions du temps.

La dérivée par rapport au temps de ce vecteur par rapport a un repére (Ro) -mobile par rapport a (R1)-, est :

duU(t) . [d)‘(} . {dy} . _ {di}
— | =u,X+u,|—| +u,y+u —=| +U, Z+U,|—
dt | dt Jg, dt g, dt s,

Il reste donc a savoir calculer les dérivées des vecteurs unitaires.

Cas particulier :si les vecteurs unitaires de (R1) sont constants dans (Ro), alors :

du(t L L
{A} =U,X+U,y+u, Z
dt |

Remarque trés importante : la base de dérivation n'est pas forcément la méme que la base de projection.
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3.2. Vecteur vitesse de rotation d'un repére en mouvement par rapport a un autre repére

a. Cas particulier d'un repére ayant une direction fixe par rapport au repére de référence :

Ce cas particulier concerne tous les mouvements plans (bielle - manivelle, engrenages, tige - came, etc.).
Soit (Ro) le repére de référence et (R1), un repére tournant par rapport a celui-ci.
On choisit arbitrairement : Z,=7, .

L'orientation de la base de (R1) par rapport a celle de (Ro) peut alors se faire par un seul parametre :
— a(t) = (X, %) = (Yo, Y1)
— A 0+ %1 oY1
Y 0

\ Introduisons alors le vecteur vitesse de rotation de la base
_ de (R1) par rapport a la base de (Ro) :

\ —19» (appelé aussi taux de rotation) :
‘\,I __,..f"yx — . ~
" Qr, 1R, = a(t) Zy,
\.\ ___r.-plc"r _
bW " o aussi noté Q1/0 .
[OF | % — -
2 & Important : 2R, /R, = —C2R, /R,

b. Cas général

On suppose que l'orientation de la base de (R1) par rapport a (Ro), est définie par trois angles al, o2, a3,
mesurés respectivement autour des vecteurs unitaires quelconques :

Qi + ol + Gl

I:fﬂ 9}70920) {fl =.?1 =21)

Introduisons alors le vecteur vitesse de rotation de la base de (R1) par rapport a la base de (R0),

51/0 = (Zl(t) Gl + 0(2 (t) UZ + ag(t) 63

c. Composition des vecteurs vitesses de rotation

Soit n reperes d'espace (Ri) et U(t) , un vecteur quelconque.

On peut écrire que :

W (o] | g j du (1) wnl - i}
dt L{ dt L +Q(g,rm) AU (D) { " L =[—dt L + O g, ) AU®)

n-1 n

2
En ajoutant membre & membre, il vient :

[dUt dut » B, - ; i - | AU(L) dU(t) - -
;dt()L = [dt()la + (Q(RH/RH) te +Q(R2/R1))/\U (t oron peut également ecrire : {dt} = {dtL +Q(RH/R1) AU()

1 n

On en déduit la relation de composition des vecteurs vitesses de rotation :

—

Q(Rn/Rl) = Q(Rn/Rn—l) + . + Q(RZ/Rl)
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3.3. Dérivation composée d'un vecteur dans une base mobile :

Dérivation vectorielle

Soient Sy et §; deux solides en mouvements relatifs et &y et #, les repéres orthonormés directs associés. Soit 7’
_—
un vecteur de I'espace. On note (/%) le vecteur instantané de rotation permettant d'exprimer les rotations entre
chacune des deux bases.

La dérivée d'un vecteur dans une base mobhile se calcule donc ainsi :

du (t du (t s =
oo L0 + Qg r,) AU(D)
dt R, dt .

Application : bras manipulateur.

On considére le bras 1 en rotation d'axe (0,,Z;) par rapport a 0.

Champ des vecteurs vitesse d’un solide en rotation : EMELI"!] =r§*§1 .

Le vecteur accélération :

- dV, T . .
AMEm:{ M-ﬂm] =[d:r€ni} =ﬂ‘ﬂ}_‘1+r3[%}
0 0 0

dt dt t

dt |y -

— xl

Soit : Apgegjo=rby1—r &2 ¥ . Relation homogéne.
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