Cycle 5: Modelisation, préevision et vérification du comportement

cinématigue des systemes mécaniques

Chapitre 2 : Cinématique du solide indéformable

Savoirs:

— Mod-C11.2: Champ des vecteurs vitesses des points d'un solide
— Mod-C11.4 : Composition des vitesses
— Mod-C11.6 : Champ des vecteurs accélérations des points d'un solide

Mod-C11.6 : Composition des accélérations

Mod-C11-85 : Déterminer la trajectoire d'un point d'un solide

Savoir

— Mod-C11-S8 : Ecrire le vecteur accélération d'un point d’un solide

\
Réaliser Compétences Modéliser

o

— Mod-Cl11 : Modélisation géométrique et cinématique des mouvements entre solides indéformables
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i —— Comportement des systemes mécaniques: cinématique du solide

Un solide indéformable est un ensemble de points matériels dont on peut calculer, pour chacun, la vitesse et 1’accélération en
appliquant le calcul direct. Toutefois la cinématique d’un solide en mouvement possede des particularités qui permettent une étude
simplifiée du mouvement global sans avoir a étudier chaque point individuellement. L’objectif de ce cours est de mettre en
évidence ces particularités.

1. Solide indéformable

Une piéce mécanique (S) peut étre considérée comme un solide indéformable si quels que soient les points A et B de (S), la
distance AB reste constante au cours du temps.

YAet VB, Vt”ﬁ” =constante

Remarque : les solides dont la fonction est de se déformer (ressorts, barres de torsion...) sont exclus.
La distance entre deux points d’un méme solide restant constante, il est logique de supposer que leurs vecteurs vitesse, comme leurs vecteurs accélération, ne
sauraient étre indépendants les uns des autres et que, par conséquent, il existe des relations entre ces vecteurs.

L’objet du présent chapitre est précisément de mettre en évidence ces relations.

2. Equivalence solide-repére

Dans un repére, la position relative des axes est invariante. Donc un repére est équivalent a un solide.
En conséquence :
= étudier le mouvement de (Sz) par rapport a (S1) est équivalent & étudier le mouvement de R2 lié & (S») par rapport &

Ry lié & (Sy).
=  on pourra étudier le mouvement d’un point C 1ié a Rz’ donc a (Sz)’ bien qu’il ne soit pas dans la piece en question =

appartenance imaginaire

3. Champ des vecteurs vitesse des points d'un solide

3.1 Relation entre les vecteurs vitesse de 2 points d’un solide
(8)

e

Soit un solide (S) en mouvement par rapport a un repére R.

Soient A et B deux points de (S). On exploite | VAet VB,Vt,HE“ =constante en calculant {%:l
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. M W
]
e
i = i

ona:|4AB| _|dAB + (s ) A AB avec :
dt o dt s

= AB fixe dans S donc {%} =0.

S — dAB dOB dOA
] AB=OB—OAdonc{ i :l ={ : } —|: ot } :V(BeS/R) _V(AGS/R)
R R R

On obtient :

si A et B sont deux points du solide S, |V(ges/r) =V(acs/r) + BAA QS,R Relation de Varignon

Conclusion:

A chaque point M du solide S, on peut donner un vecteur vitesse V(MeS /R) ou (R) estun repere de référence. On definit ainsi un
champ de vecteurs vitesse du solide (S) par rapport a (R).

Le champ des vecteurs vitesses d’un solide est un champ de moment.

Exemple : mouvement de rotation autour d’un axe fixe

£o e . R \i
Interprétation graphique : * Qs;n ///, DeS/R
° 'A 3 c D
|

(,ﬁ} ' Hélicoptére (rotation sens direct, @,,>0)
1

Sy

* en tout point / de I'axe de rotation, |a vitesse est nulle™, V/_;/; =0 ;

e |es vecteurs vitesse sont perpendiculaires aux « rayons » et a 'axe de rotation ;

¢ la norme des vecteurs vitesse est proportionnelle a Ia distance a l'axe et au taux
de rotation. Si M est a une distance r de |'axe : VMEHl =ray, = ré
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Exemple : mouvement de translation

Considérons le mouvement de translation de direction du balais (2) par rapport au pare-brise (1) de I’essuie-glace d’autobus.

e 3 un instant t, le mouvement est caractérisé par la direction u(t) et une vitesse
vy (t) enm/s;

X . . . 1
e a un instant t, le champ des vecteurs vitesse est uniforme!”’

direction du mouvement :

, colineaire a la B2

* e vecteur rotation est nul : flm =0.

¢ i la translation est a trajectoire rectiligne: M, ?M62;1=,5. u(t) ou A estle

parametre de la translation a trajectoire rectiligne. ;2- )

o o

Essuie-glace d’autobus

3.2 Méthodes de calcul des vecteurs vitesse des points d’un solide

Le point A est un point « naturellement » ou « physiquement » lié au solide (i). Cependant, deux cas peuvent se présenter :

a) Cas du point « & appartenance réelle » a un solide

Si le point A appartient «sans ambiguité « physiquement ou naturellement » au solide (i), il est lié a tout instant & ce
solide. On peut alors calculer son vecteur vitesse :

e Par dérivation du vecteur position (voir chapitre cinématique du point)
e  En passant par I’intermédiaire d>un vecteur vitesse déja connu d’un autre point du solide en utilisant la
relation de Varignon :

V(AEi/j) = V(Bel'/j) + Qi/j A BA

b) Cas du point « a appartenance imaginaire » & un solide

Si le point A est considéré comme lié au solide (i)) uniquement a un instant t ou on calcule son vecteur vitesse (par
exemple vecteur vitesse d’entrainement), il est dit a appartenance imaginaire et le calcul doit se faire :

e Enutilisant la relation : V(Aei/ i) =V(A/ i) _V(A/i)

e En passant par I’intermédiaire d’un vecteur vitesse déja connu d’un autre point du solide en utilisant la
relation de Varignon .
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CONCLUSION : on peut toujours utiliser la relation V(Aei/ ) :V(A/ j) _V(A/i)

Bilan :
= Cas du point A & appartenance imaginaire a un solide (i) : vitesse du point a calculer

— en utilisant V(Aei/j) :V(A/j) _V(A/i)

— ou avec la relation de Varignon V| .o, = Ve, ;) + ABAS2, ;.

= Cas du point A a appartenance physigue a un solide (i) : vitesse du point a calculer

— par dérivation vectorielle : V(Aei/ )] :V(A/ )]

car \7(Aei/j) :\7(A/j) _\7(A/i) or Viasiy =0 (car Aei)

_—

— ou avec la relation de Varignon V(AE,./J,) = ‘/(Bei/j) + Qi,j ABA .

OU larelation de Varignon V., . = Ve, ;) + ABA L, sion connait V., (""B)

Remarque sur le vecteur accélération d'un point d'un solide:

Al

Le champ des vecteurs accélérations des points appartenant & un solide ne peut pas étre décrit par un torseur .
car ce n'est pas un champ de moment (Mg = M + BAAR ,ici Tgoyyg =T acyig + BAA Qg ).

Ainsi, pour déterminer une accélération, nous serons obligés a chaque fois de dériver le vecteur
vitesse.

Applications :

Vitesses el accélérations Définir la méthode de calcul pour déterminer :

<

(A€1/0)
V(AEZ/O)
V(AGZ/ 1) V(Bel/O)
Yo
— 4 V vV
OA= A(t) Vo, _.\f' (Be2/0) (Be2/1)
AB=b%, r b Viaro) Viam
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3.3. Représentation par un torseur

Théoréme :
Le champ des vecteurs vitesse des points d’un solide (S) dans son mouvement par rapport & un repére R est représenté au
point A par le torseur suivant :

Q
{US/R} = °/R

Vacsir) a

Ainsi pour connaitre les vecteurs vitesse de tous les points d’un solide en mouvement par rapport a un repére R, c'est-a-dire
ce que ’on appelle le champ des vecteurs vitesse des points d’un solide, il suffit d’avoir :

= e vecteur rotation du mouvement : QS/R

= le vecteur vitesse d’un point du solide (par exemple V( AeS/R) )

Remarque :
QS,R est la résultante du torseur, invariante et indépendante du point choisi pour écrire les éléments de réduction.

Point central, axe central, moment central d'un torseur

= Un point central est un point ou le moment & la méme direction que la résultante.

= L'axe central est constitué de I'ensemble des points centraux.

= L'axe central est colinéaire a la résultante et en un point de celui-ci, la norme du moment est minimale.
On parle alors de moment central.

Par suite, si le moment d'un torseur est nul en un point, ce point appartient a I'axe central de ce torseur.

Torseurs particuliers

—

0
[ard — - - -
Torseur couple : {J} - M—> , le torseur couple est identique en tout point de I'espace
AJA
N R
Torseur & résultante ou glisseur : { } = 6 , A est alors sur I'axe central du torseur et il est identique en tout point

A
Composition des torseurs cinématiques

{U } B Qr /R,
Onpose: USi/Rj_1) ™ VA
€2i I Rj—1

M

La relation de Composition des torseurs cinématiques s'écrit :

{USnIRO}M = iZ;:{USi/Ri_l}M

Important : tous les torseurs doivent étre écrits au méme point et dans la méme base
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4. Torseurs cinématiques des liaisons

Pour les liaisons normalisées entre deux solides S; et S, , nous allons indiquer la forme du torseur cinématique {vg,,s;} de

chaque liaison.

Convention d’écriture : dans le cas de 6 d.d.l, le torseur cinématique s'écrit sous la forme suivante :

o Py Upean
_ 2/1 _ Lab d icti doit &t -
{UZ/I} = = %/1 VAEZ/I a pbase de projection dolt etre precisee.
VAEZ/[
hin Waen )
A (x.5.2)
(rad/s) (mf/s)
= Tableau des liaisons
« Pivot
S . (@, 0}
<) W [Qu=esll 5
Liaison pivot d’axe (O .T) o o 0
: wPelox) L J a0 ole
TPE!_O,J‘J L Hae)
1Ly
(1s0)
AN
_’jh }/
@f)
Degrés de liberté — 1 Le torseur a la méme forme en tout point P de 1'axe (O ;) et dans toute base contenant 1'axe
Rx - rotation autour de tO.;] principal ; .

o Glissiére

Liaison glissiére de direction X

Degrés de liberté - 1

Tx —translation de direction X

- : (0 7,
{'T”:q% "[ ° -} 'lo 01

Le torseur a la méme forme en tout pomt P de 1'espace et dans toute base contenant la
-

direction principale X .

< g

z

« Hélicoidale

Liaison hélicaidale d’axe ((). .\‘)

Degrés de liberté - 1
Les deux paramétres de mouvement (V et
@) sont liés

[T . [(o} V.
LS it "}}= | 0}
wpelo | L7 Pe2i1 x 795[0 ;| { 0 0 ] ‘} . ‘

avec |Vx| = i . (‘_},| et p pas de 1'hélice par tour
27 v

Le torseur a la méme forme en tout point P de 1'axe (O‘ .\') et dans toute hase contenant

.
I"axe principal X . Le signe est fonction du sens de 1'hélice

Comportement mécanique des systémes: cinématique du solide
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« Pivot glissant

Liaison pivot glissant d’axe {O._ X)

Degrés de liberté - 2

Rx, Tx : 2 mouvements possibles

P - (Ox 171 ]
{V" / }: Q 2 .Il-l "= ('{)x . {\L: 0 0
" rdos) Prean =V %)
e a C 7 epdos) 0 0] )

Le torseur a la méme forme en tout point P de I'axe [O x] et dans toute base contenant

—

T'axe principal X .

Liaison sphérigue de centre C

Degrés de liberté — 3
Rx, Ry, Rz

Liaison appui plan de normale

Degrés de liberté — 3
Tx, Tz, Ry

o B P 0 I/‘ -
{V2 "l}: QJ_.-1 = C!)J.. -y — (Oy 0 aver VPL-I:'l Y= 0
wP VPE 2/1 - 0 V. l: : '

Le torseur a la méme forme en tout point P de ['espace et dans toute base contenant la

normale au plan —1c1 V-

\4\

« Sphérique a doigt

Liaison Sphérique i doigt de centre C
Degrés de liberté — 2
Ry, Rz

. 0 0
Bk [ Bl o, o
C J CO___ 0

Le torseur doit étre écrit en C, centre de la sphére, dans une base dont I'un des vectzurs est

porté par le doigr, ici Z .

4(5
S

4
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¢ Spheére-cylindre (linéaire annulaire) )

r )

SN S o,V

Liaison Sphére —eylindre d’axe (C . _‘(} Y Q. " J
/ V= 1220 = o, 0
2 7 ]
c Ce2/1) ]ﬁ) 0 .
cl s I
Degrés de liherté —4— ) L . .

2 Le dott torseur doat tre écrit en C centre de la sphére, avec un des vecteurs de base —1c1 X —

Rx, Ry, Rz, Tx

le long de |"axe du mouvement de translation

e Linéaire rectiligne

P [mh V.
Liaison linéaire rectiligne d’axe (O X } et { Y (Q 21 ] J
- 7T Vins= | — = o, 0
de normale Z wpelos) LVCEE:J P { -
s "'._"PElO:XJ 0 V: ':_.1'__.1'.:]

Le repére 1déal est défini par un point P sur la droite de contact —1c1 (O‘ _\‘) et lanormale a

Degrés de liberté — 4
Rx, Ry,
Tx, Tz

la surface de contact —ici ' —
Nota . cette liaison était définie dans la norme WEFE 04015 mais n’apparait pas dans la norme

1SO 3952

b &
7

(nf)

« Sphére-plan (ponctuelle)

r -

[ —~ i - ] ﬁl.\’ x

Liaison sphére-plan de normale (I 1’) J (9.3

¢ V. = l =10, 0

' Ve_, ,

Degrés de liberté — 5 L ce2) ) ] o 4

Tx, Tv Loz |..) .
Rx, Ry,Rz Le torseur s'écrit en I pomnt de contact. dans toute base contenant la normale au plan de
contact

a,
- .

-
\“-a. xJ/.‘f/‘

¢ Liaison encastrement ou liaison compléte

On appelle liaison compléte une liaison entre deux solides qui annule tous les mouvements.
La liaison encastrement est représentée par un triangle noirci entre les deux solides.

page 10/13
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1
—
0 Xp

Soit un solide S en mouvement par rapport a deux repéres R(O, X,y ,Z) et Ro(O, Xy, Yo, Zp),
eux-mémes en mouvement 1’un par rapport a I’autre.

hy
z ¥
R
) e}
X
Oy Yo
X0

Soit P un point du solide S. Alors il existe une relation entre V(PeS/RO) et Vipes/Rr) :

Vipesiry)) = V(pesir) +V(per/Ry)

avec:

V(pes IR,) ©stappelé vecteur vitesse absolue

V(pes /R) estappelé vecteur vitesse relative

V(peR IR,) estappelé vecteur vitesse d'entrainement

/Q\ V(B/R)

O z / \
\\
y \

Considérons le mécanisme plan d’entrainement d’une pompe a main o / V(A/R)
représenté sur la figure ci-contre. WERME T
Soit un repere R(O1, X,V ,Z) lié aun bati (So).

Le levier (S1) a une liaison pivot d’axe (01, Z ) avec (So).

APPLICATION 1 :

Soit un repére Ri(O1, X, ¥;,Z) lié a (Sy).
L’axe (O, ¥, ) est dirigé suivant I’axe du levier.

Y

@ 6

On pose (%, %)=6 et AB =47,

La tige (S2) a une liaison glissiére d’axe (A, X) avec (So) et le centre A d’un maneton 1ié a (S>), situé sur (A, X), décrit I’axe
(01, V) lié & (Sy).
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Question : connaissant le vecteur vitesse de translation de la tige (S2) par rapport au repére R soit Viacs. /Rr) , donner les
t t le vecteur vitesse de translation de la tige (S t R soit V(acs, /r) » d |

relations existant entre les coordonnées de V(AeSZIR) : V(AESZIRl) et V(AERl/R) :

Déterminer le vecteur vitesse de I’extrémité B du levier (S1) par rapport au repére R soit V(Besll R) -

Solution :

Appliquons au point A la relation de composition des vitesses entre les repéres R et Ry :

V(AeSZIR) =Viaes,/r) *+ Viaer /R)

V(Aes2 /R) estconnu, il a la méme direction que le vecteur unitaire X, on le pose : V(AeSZIR) =VX.
V(AES2 /R,) & pour direction O1A car il n’y a qu’une mobilité en translation possible (dans le plan) entre Sy et Sz, on le pose :

Viaes,ir) =aVi.

V(AeRl/R) est le vecteur vitesse du point A, supposeé lié & Ry, par rapport & R. La liaison entre (S1) et (So) étant une liaison

pivot d’axe (O1, Z ), tout point lié & (S1) décrit dans R un arc de cercle d’axe (O1,Z), on le pose : Viacg /gy =0 X .

Le vecteur vitesse V(AeRi/ R) = bX; est donc perpendiculaire au rayon O1A de la trajectoire du point A, supposé lié & R.

Comme X =cosf %, —sin@y, , larelation de composition des vitesses donne :
vX=ay, +bX
v.cos@ X, —v.sindy, =ay; +b¥X;
Soit :
a=-v.sing
{b =V.cosd
Le vecteur vitesse du point B par rapport a R, Vg, 5, se déduit du vecteur vitesse Viacr, /r) » €N utilisant la relation du champ

des vitesses d’un solide :

Viger, /R) = Vacr /R + QR /r A AB
Viger /r) =V-C0S0 % +0Z ALY,
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6. Composition des vecteurs accélération

Soit un solide (S) en mouvement par rapport & deux repéres R(O, X,V ,Z) et Ro(O, Xy, ¥o.Zy),  'eux-mémes en mouvement
I’un par rapport & 1’autre. Soit P un point du solide (S).

0O ¥o

Alors I’accélération du point P par rapport a R est liée a I’accélération de P par rapport a Ro par la relation suivante :

I'pes/r, =Ipesir + 1 perir, +ZQR/RO AVpes/r

avec :

R /R, €stappelé vecteur accélération absolue
= Tps, g est appelé vecteur accélération relative

I est appelé vecteur accélération d’entrainement
PeR/R, pp

. ZQR/RO AVpes g estappelé vecteur accélération de Coriolis

7. Mouvements élémentaires

En cinématique, les vitesses dépendront des dérivées des paramétres variables angulaires et linéaires. Pour les chaines
ouvertes, il sera nécessaire de disposer d’un actionneur par paramétre variable pour animer un systéme. Pour les chaines
fermées a une seule boucle, il suffira d’un actionneur en entrée du systéme pour 1’animer.

Les lois d’évolution des actionneurs sont au choix du concepteur du systéme.
Dans le cas o1 la vitesse est uniforme, on a la loi suivante :
A(t) ou a(t) A(E) ou &(t) At ou d(t)

Pente Ao
ou

Amazx !
ou Emax

Wmax i

Physiquement il est impossible de passer d’une vitesse nulle a une vitesse non nulle. Par une premiere approche, il est
possible qu’un actionneur soit piloté par une loi de vitesse en trapéze :

ACt) ou a(t) A(t) oualt) A(t) ou é(t)

Amax
ou

— t

a‘rﬁ oy

L L

1
Phase 1 Phase 2 Phase 3 Phase 1 Phase 2 Phase 3 Phase 1 Phase 2 Phase 3
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